R ‘ FACULDADES

APOLO ALVES FERREIRA DA SILVA

ANALISE COMPARATIVA DO DESEMPENHO: IMPLEMENTACAO SERIAL E
PARALELA DO METODO DAS DIFERENCAS FINITAS PARA A
TRANSFERENCIA DE CALOR EM UMA CHAPA BIDIMENSIONAL

Resende - RJ
2025



ASSOCIACAO EDUCACIONAL DOM BOSCO
FACULDADE DE ENGENHARIA DE RESENDE

APOLO ALVES FERREIRA DA SILVA

ANALISE COMPARATIVA DO DESEMPENHO: IMPLEMENTACAO SERIAL E
PARALELA DO METODO DAS DIFERENCAS FINITAS PARA A
TRANSFERENCIA DE CALOR EM UMA CHAPA BIDIMENSIONAL

Trabalho de Graduacdo apresentado a
Associacdo  Educacional Dom  Bosco,
Faculdade de Engenharia de Resende, Curso de
Engenharia Mecanica, como requisito parcial
para obtencdo do diploma de Bacharel em

Engenharia Mecanica.

Resende - RJ
2025



Catalogacdo na fonte

Biblioteca Central da Associacdo Educacional Dom Bosco — Resende-RJ

5586

Silva. Apolo Alves Ferreira da

Andlise comparativa do desempenho: implementacio serial e paralela
do método das diferencas finitas para a transferéncia de calor em uma
chapa bidimensional / Apolo Alves Ferreira da Silva - 2025,

751

Ornentador: Said Moraes Sirio Rocha

Trabalho de conclusio de curso apresentado como requisito parcial a
finalizacdo do curso de Engenharia Mecdnica da Faculdade de
Engenharia de Resende da Associacio Educacional Dom Bosco.

1. Engenhana mecénica. 2. Transferéncia de calor. 3. Diferenca finita.
4. Simulacio numérica. I. Rocha. Said Moraes Sirio. II. Faculdade de
Engenharia de Resende. III. Associacio Educacional Dom Bosco. IV.
Titulo.

CDU 536.24(043)

Bihlictecaria Maria Isménia de Oliveira — CRB — 7/ T667




X | FATULDADES

APOLO ALVES FERREIRA DA SILVA

ESTE TRABALHO DE GRADUACAO FOI JULGADO ADEQUADO COMO
PARTE DO REQUISITO PARA A OBTENCAO DO DIPLOMA DE
“GRADUADO EM ENGENHARIA MECANICA”

APROVADO EM SUA FORMA FINAL PELA BANCA EXAMINADORA

BANCA EXAMINADORA:

Prof. (a).: Said Moraes Sirio Rocha

Orientador

Prof. (a).: José Salvador da Motta Reis

Membro da Banca

Prof.(a) Rafael Raider Leoni

Membro Externo

Novembro de 2025



Dedico este trabalho de modo especial, a minha
querida esposa e filhas: Leticia Ambrosio de
Souza, Rebecca Ambroésio Alves e Isis Eloah

Ambroésio Alves.



AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar agradeco a Deus, fonte da vida e da graca. Agradeco a minha vida,
minha inteligéncia, minha familia e meus amigos;
ao meu orientador, Prof. Said Moraes Sirio Rocha que jamais deixou de me incentivar. Sem a
sua orienta¢do, dedicagdo e auxilio, o estudo aqui apresentado seria praticamente impossivel;
aos meus pais André Luis Ferreira da Silva e Dilma Alves Ferreira da Silva, que apesar das
dificuldades enfrentadas, sempre incentivaram meus estudos;
aos funciondrios da empresa Gustavo Amorim, Willie Prudente, Marivaldo Félix, Adan Araujo,
Claudio Nogueira e Luis Barbosa, pela dedicacdo, presteza e principalmente pela vontade de
ajudar;

aos funcionarios das Faculdades Dom Bosco pela dedicacao e alegria no atendimento.



“Devemos acreditar que somos talentosos para
algumas coisas, € que essa coisa, a qualquer

custo, deve ser alcangada.”

Marie Curie



RESUMO

Este estudo tem como objetivo analisar o desempenho computacional de duas abordagens —
serial e paralela— aplicadas a simulagdo da transferéncia de calor em uma chapa bidimensional
utilizando o método das diferencas finitas. A implementacdo serd realizada em linguagem
Python, com a versao paralela utilizando uma biblioteca adequada para acelera¢ao do codigo
computacional implementado. A andlise serd conduzida comparando o tempo de execugdo e a
eficiéncia das abordagens em diferentes tamanhos de malha (resolucdo espacial) e nimero de
iteragdes. Os resultados mostram que a implementagao paralela apresenta ganhos significativos
de desempenho para grandes dominios de simula¢do, mantendo a precisdo dos resultados
térmicos. Esta comparacao € relevante para aplicagdes em engenharia que exigem simulacdes

eficientes em tempo real ou com alta resolugao espacial.

PALAVRAS-CHAVE: Transferéncia de Calor. Método das Diferencas Finitas.

Simulagdo Numérica. Processamento Paralelo. Desempenho Computacional.



ABSTRACT

This study aims to analyze the computational performance of two approaches — serial and
parallel programming — applied to the simulation of heat transfer in a two-dimensional plate
using the finite difference method. The implementation will be carried out in Python, with the
parallel version using a suitable library for computational acceleration. The analysis will be
conducted by comparing the execution time and efficiency of the approaches in different mesh
sizes (spatial resolution) and number of iterations. The results will show that the parallel
implementation presents significant performance gains for large simulation domains, while
maintaining the accuracy of the thermal results. This comparison is relevant for engineering

applications that require efficient simulations in real time or with high spatial resolution.

KEYWORDS: Heat Transfer. Finite Difference Method. Numerical Simulation. Parallel

Processing. Computational Performance.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contextualizacio

A ciéncia que se preocupa com a determinagdo das taxas de transferéncias de energia €
a transferéncia de calor. O calor ¢ definido como a forma de energia que pode ser transferida
de um sistema para outro em consequéncia da diferenca de temperatura entre eles, que sempre

ocorre da maior para a menor temperatura (Bergman; Levine, 2019; Cengel; Ghajar, 2011).

O estudo dos fendmenos térmicos representa uma area de grande relevancia dentro das
ciéncias exatas, principalmente por sua ampla aplicagdo em processos que envolvem a
transferéncia de calor. A importancia desse tema se destaca pela presenga constante do calor

em transito em diversos contextos de simulagdes da engenharia e da pesquisa cientifica.

Segundo Bergman et al. (2019), os problemas de natureza térmica podem ser
classificados, de acordo com a forma como o calor se propaga, em trés tipos principais:
conducdo, conveccdo e radiacdo. Tao importante quanto identificar o tipo de processo
envolvido ¢ compreender como o calor se distribui em determinado meio. Essa distribuigao ¢

descrita por uma equacao diferencial conhecida como equagdo da difusdo de calor.

A solugdo analitica da propagacdo de calor ¢ obtida a partir das equacdes diferenciais
que exercem um papel essencial na modelagem de fendmenos fisicos e permitem descrever e
prever o comportamento de sistemas em simulagdes numéricas. No entanto, para as geometrias
mais complexas, as solu¢des analiticas tornam-se extremamente dificeis ou até inviaveis devido
a complexidade dos problemas (De Brito et al., 2025; Kisabo Aliyu; Festus Olatoyinbo, 2021;
Santos, 2012).

Com o avango da tecnologia computacional e a crescente demanda por solucdes precisas
e rapidas, surgiram os métodos numéricos, que possibilitam otimiza¢cdes com solucdes
aproximadas para problemas complexos. Esses métodos transformam um problema continuo,
com um numero infinito de variaveis, em um problema discreto, com um numero finito de
varidveis, 0o que permite sua resolugdo por meio de cddigos computacionais. Os métodos
numéricos, se baseiam na substituicdo da equagdo diferencial pelo conjunto de equagdes
algébricas para temperaturas desconhecidas, bem como sdo utilizados para a resolugdo de

problemas com geometrias ¢ condi¢des de contorno complexas ou propriedades varidveis, e
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podem ser obtidas por computadores (Cengel; Ghajar, 2011; De Brito et al., 2025).

Entre os diversos métodos disponiveis para resolver equagdes diferenciais, este trabalho
adota a técnica numeérica: método das diferencas finitas, com o objetivo de determinar a
temperatura central de uma placa, mediante a transferéncia de calor do problema de condugao
térmica na placa bidimensional, no regime transiente para convergir até o regime estacionario,

obtendo assim a temperatura de equilibrio.
1.2 Justificativa

A réapida evolucao dos computadores de alta velocidade, aliada a criagao de programas
cada vez mais poderosos e faceis de usar, impulsionou o surgimento e a popularizacdo dos
métodos numéricos, tornando possivel a criacdo de algoritmos para a resolugdo por meio de
computadores e otimizando problemas de alta escalabilidade (De Brito et al., 2025; Kisabo

Aliyu; Festus Olatoyinbo, 2021; Santos, 2012) .

Uma forma de obter uma solu¢do particular de um Problema de Valor de Contorno
(PVC) ¢ utilizando o Método das Diferengas Finitas (MDF) para aproximacdes associado as
Equagdes Diferenciais Parciais (EDP) do problema da difusdo de calor. Para isto acontecer ¢
necessario entender que o MDF consiste em reduzir um problema continuo, com um nimero
finito de incognitas. Onde os valores entre os pontos discretizados deve ser representado por
uma série de pontos dispostos, onde a relagdo entre os pontos ¢ determinada por meio de
expansoes truncadas da série de Taylor que permite a substituicdo das derivadas parciais por
formulas discretas de diferencgas (De Brito et al., 2025; Kisabo Aliyu; Festus Olatoyinbo, 2021;
Santos, 2012).

Os métodos numéricos por meio de recursos computacionais, tem exercido grande
influéncia na educacao e na otimizag¢ao de problemas da engenharia nos ultimos anos. Assim,
compreender e desenvolver essas ferramentas ¢ essencial para o crescimento e o aprimoramento
profissional e estudos comparativos de métodos iterativos permitem particionar o sistema de tal

modo que os calculos podem ser realizados em processadores diferentes (Michels et al., 2020).
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1.3 Objetivos

1.3.1 Geral

Implementar codigos de programacao serial e em paralelo para anélise da transferéncia
de calor numa placa bidimensional em regime transiente em aplicagdes de engenharia, onde
sera utilizado o método das diferencas finitas e encontrar a temperatura central da placa quando

atingir o equilibrio.
1.3.2 Especificos
Dos objetivos especificos temos que:

e Investigar e realizar estudos tedricos sobre a difusdo de calor em duas
dimensoes;

e FElaborar um procedimento metodoldgico para a resolucao do problema;

e Obter a Solucao Analitica para a Temperatura central da placa em estudo;

e Demonstrar o Método das Diferencas Finitas para obter a solu¢gdo numérica
através da implementacdo de codigos computacionais em Python para obter
pontos de temperaturas ao longo da placa para diferentes tamanhos de matrizes
(7x7, 11x11, 25x25, 51x51, 75x75, 101x101, 207x207, 301x301, 501x501,
733x733, 851x851 ¢ 1001x1001);

e Realizar a andlise de desempenho entre implementagdes serial e paralela,
encontrando o: Speedup e Eficiéncia, conforme tamanho das dimensdes das
matrizes;

e Comparar as diferengas de erro entre a solugdo analitica e as solu¢des numéricas

encontradas através dos codigos implementados.

1.4 Estrutura do trabalho

Para o desenvolvimento do presente trabalho foi necessario realizar um levantamento
bibliografico com fontes relacionadas a teoria de transferéncia de calor, métodos numeéricos e
computacao paralela, com a finalidade de esclarecer o processo de propagacao de calor, quais
suas caracteristicas e como quantifica-los em forma de equacdo para encontramos as solugdes

analitica e numérica do problema.
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Com a formulagdo da equacdo do calor, que é a peca fundamental para a solugdo
analitica de problemas de natureza térmica, obtém-se a um ponto de controle aleatorio que sera
nossa temperatura de referéncia, para este estudo foi escolhido a temperatura central da placa.
Consequentemente, consideram-se as condi¢des de contorno as quais uma placa esta sendo
submetida e a utilizacdo do método numérico: MDF para obter a solugdo numérica do problema.
Para a implementacdo computacional utilizou-se o software Pycharm, utilizando a linguagem
de programacao: Python. O software foi escolhido como ferramenta de trabalho, devido a

praticidade e sua aceitagao no meio académico.

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Transferéncia de calor

O calor ¢ uma energia térmica em transito gerada do resultado da diferenca de
temperaturas no espago. Logo, obedece a um dos enunciados da termodinamica que diz que o
calor sempre ¢ transferido de um meio de alta concentracao para um meio de baixa concentragao

de calor (Bergman; Levine, 2019; Cengel; Ghajar, 2011).

2.1.1 Propagagao de Calor

A transferéncia de calor ocorre por trés mecanismos principais: condugdo, convecgao e

radiacao.
Figura 1 - Modo de transferéncia de calor: condug¢ao, conveccio e radiacao
Conduction through a solid Convection from a surface Met radiation heat exchange
or a stationary fluid to a moving fluid between two surfaces
1 I,=T,
T; h>T T, U Surface, T;
|— J Moving fluid, T, .
i \ Surface, T,
) g rF 4
- |::|rl — *f Ifil']_ - *."' | f
— | L
3 lII |_:I'_It 92 ~—

Fonte: Bergman; Levine (2019)

As moléculas interagem entre si realizando o mecanismo de condugdo, quando uma
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substancia so6lida se aquece, por exemplo, os elétrons e &tomos vibram com grande intensidade
por conta da alta temperatura exposta. A energia associada a estas vibragdes sdo transferidas
através de colisdes entre os atomos, as particulas mais energéticas transferem energia na forma

de calor para as menos energéticas (Walker; Resnick; Halliday, 2014).
2.1.2  Difusao de calor em 3D

Para equilibrio de energia térmica, temos a seguinte formulagao:

Equacio 1 - Equilibrio térmico
[TEA] = [TLE]+ [TLS]+ [TEG]
Sendo,
[TEA] = Taxa de acimulo de energia térmica interna sensivel no elemento infinitesimal;
[TLE] = Taxa liquida de entrada de calor no elemento infinitesimal;
[TLS] = Taxa liquida de saida de calor no elemento infinitesimal;
[TEG] = Taxa total de energia térmica sensivel gerada por unidade de volume do

elemento infinitesimal;

Figura 2 - Difusio de Calor no volume infinitesimal diferencial para analise de condugio de calor em

coordenadas cartesianas

Mx, v, 2)

T+ dz
Ty + dy
———— .)d‘
¥or—=ay —TTT T T T ST T Y
1 :‘l--ll I / ;f:
- ! /
\\!J——I"I" / {" 1
I ——— s, 7 I
_______ =] I
| Iu;'
- I I -
E I I
. I I
E, : I Gys dr
1 [
______ |_____'|_
I
I
|

Fonte: Bergman; Levine (2019)

Pela equagdo da difusdo térmica de calor nas trés dire¢des do plano cartesiano

tridimensional, temos os fluxos:
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De Entrada:
qx,qy € qz
De Saida:
aq
Ax+dx = qx T a_xxdx
aq,
Qy+dy = 4y + Wdy
aq;

Qz+dz = 9z + 9z dz

A energia gerada no ponto infinitesimal:

E;, = qdxdydz (2.1)
O actimulo de energia no ponto infinitesimal:
. T
Egeu = PCp " dxdydz (2.2)

Utilizando as equacdes de cada dire¢do associadas a difusdo térmica para deduzirmos as

expressoes da transferéncia de calor, segue que:

Egeu= Eo—Es+ E; (23)

Substituindo os fluxos de entrada e saida com as equagdes: (2.1), (2.2) e (2.3) na

Equagdo 1, temos que:
aT G aq 94, :
pcpadxdydz =qxt+ qy+ q;— (qx + %dx +q, + a—yydy +q, + a—qzdz) + gdxdydz (2.4)
Logo, reduzimos a equacao para:
pey - dxdydz = —((+ 2 dx + %dy + 224z + Gdxdydz (2.5)
Lembrando que para as trés diregdes, temos:

aT T T
qy = —kdydzE 5 Qy = —kdxdza €eq, = —kdxdyg

Derivando, temos:



20

aT _ 9 aT ] aT ] aT A
pers= 5 (k) 5 (e 5) 5 (k5 +aco
Dividindo a equagdo (2.6) por k, temos a equacao geral da difusdo de calor (Bergman;

Levine (2019)):

Equacio 2 - Equacio Geral de Calor
1or_ o o'

9%T . §
adt  9x2z = 9y? + 922 + k (2.7)

k
Onde: a = e sendo os termos:
P

a = difusividade térmica, k = condutividade térmica e ¢, = calor especifico.

2.1.3 Solugdo analitica para transferéncia por condu¢do bidimensional

Para calculos em geometrias complexas ou condi¢des ndo homogéneas, métodos
numéricos sao preferiveis, porém para um simples caso de uma placa bidimensional, a equagdo

de calor pode ser resolvida analiticamente usando o método de separacao de variaveis.
Iniciamos a resoluc¢do, atribuindo para nosso problema as seguintes hipoteses:

1) Para condugdo de Calor na Placa 2D, devemos seguir as seguintes hipoteses:

2) Sem geragdo interna de calor: % =0
2
3) Condugao de Calor Bidimensional: ?97: =0

) ) aT
4) Regime Transiente: iﬁ =0
Substituindo, as condi¢des de hipoteses, temos:

Equacio 3 - Equacio de Calor em Regime Transiente

1 0T 92T = 93T
; E = ﬁ + m(28)
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Figura 3 - Conducio bidimensional em uma placa retangular delgada

1' J

T, 8=1
U

T-]l 'E = ':I — T[.l', }'} _ -Jr'_

Fonte: Bergman; Levine (2019)

Para a o ponto de interesse em fungdo de T(x,y), temos que introduzir uma

transformagao, sendo:

T-T,
T T,-Ty

)
I

(2.9)

A equacgdo diferencial deve ser transformada em uma equacdo da seguinte forma:

0260 020
— 4+
dx%z  0y?

=0 (2.10)

Como a equagdo ¢ de segunda ordem em x em y, duas condi¢des de contorno sio
necessarias para cada uma das coordenadas da equacdo para encontrarmos a Solugdo Final.
O desenvolvimento e operagdes matematicas necessarias para entendermos a propagacgao de

calor na placa com as especificacdes e condigdes iniciais ¢ condigdes de contorno sera

desenvolvida no capitulo 4 — Resultados e Discussdes deste TCC.

2.2 Métodos numéricos

Na matematica, os problemas podem ser resolvidos de duas formas: solugdes analiticas
e solucdes numéricas. As solugdes analiticas buscam uma resposta abrangente e continua, as
solugdes numéricas sdo obtidas discretizando o dominio e calculando a fun¢do apenas em
pontos especificos, resultando em aproximagdes. O uso de métodos numéricos traz vantagens

como automatiza¢do dos célculos e modelos préoximos da realidade, sendo amplamente
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utilizados em engenharia para resolver problemas praticos (Atkinson; Han, 2004).

Segundo Chapra et al. (2006) os métodos numéricos sao técnicas pelas quais os
problemas matematicos sao formulados de modo que possam ser resolvidos com operacdes
aritméticas. Embora existam muitos tipos de métodos numéricos, eles tém uma caracteristica
em comum: invariavelmente envolvem grande numero de célculos aritméticos tediosos.
Nao ¢ nada surpreendente que, com o desenvolvimento de computadores digitais rapidos e
eficientes, tornando relevante o papel dos métodos numéricos na resolugcdo de problemas de

engenharia.

Na era pré computadores, mostrados a seguir na Figura 4 (a) e na era do computador
Figura 4 (b), percebemos que a etapas de: formulagao, tratativas dos dados e interpretagdo das

solucdes sdo diferentes.

Figura 4 - Fases de Resolucio de problemas de engenharia

FORMULACAQ FORMULACAD
Exposigcdo profunda da
relagéo entre o problema
e as leis fundamentais

As leis fundamentais
eram explicadas
resumidamente

SOLUGAD SOLUCAO
Metodo elaborado e, em geral,
complicado para tornar os
problemas trataveis

Metodo
computacional
facil de usar

INTERPRETACAD INTERPRETACAD
Analise profunda Facilidade de calculos permite o
limitada pela desenvolvimento de pensamentos
solugio demorada holisticos e da intuigao; a
sensibilidade e o comportamento
do sistema podem ser estudados

() ()

Fonte: Chapra; Canale (2006)
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As etapas para resolucao de problemas de engenharia utilizando métodos numéricos, é
a formulacao do problema, modelagem do sistema, aplicagdo do método numérico e
interpretar os resultados. Para todas as etapas envolvidas do processo desde a formulagado até a
interpretagdo do problema ¢ relevante a escolha de um método que satisfaga as equagdes com

a finalidade de obter a resposta aproximada.

2.1.4 Me¢étodo das diferencas finitas

E uma técnica numérica que consiste em resolver equagdes diferenciais, que discretiza
o dominio continuo do problema em uma malha de pontos aproximando derivadas por
diferengas locais. Para Majumdar (2005) o processo de discretizacdo finitas envolve
primeiramente a divisdo de uma regido de solugdo em uma malha de linhas que se cruzam, e
que sdo tragadas paralelamente aos eixos de coordenadas. Os pontos de interseccdo discretos
dessas linhas de grade sdo chamados de n6s ou pontos nodais. A precisdo da solu¢do melhora
com o aumento dos pontos de nés ou diminui¢do do tamanho da grade. O MDF pode ser
aplicado para PVC que varia no tempo, podendo ser calculado por meio de iteracdes em
esquema explicito que depende do passo anterior ou esquema implicito que depende do tempo

posterior.

Figura 5 - Rede Nodal

TR

{ | m,on+1

m+ 1, n

m, n—1

Fonte: Bergman; Levine (2019)

Para cada parte da discretizagdo existird um nd e em torno deste no existirdo 4 pontos

que serao relevantes para utilizagdo da técnica numérica. A aproximacao numérica ¢ obtida



através da diferenca finita entre os no6s. Tal que ocorre:

aT — Tm,n_im—l,n (2.1 1) oT — Tm+1,n_Tm,n (212)

ox m—l/z,n A ox m+1/2,n Ax

Figura 6 - Aproximacio da Diferenca Finita

m+ 1

-I—J{—I-I-I—J{—I-l

Fonte: Bergman; Levine (2019)
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Para determinarmos a distribuicdo de temperatura numericamente, devemos ter em

mente a equagdo de conservacao apropriada seja escrita para cada um dos pontos nodais de

temperatura desconhecida. O conjunto de equagdes resultante pode entdo ser resolvido

simultaneamente para a temperatura em cada n6. Para qualquer nd interior de um sistema

bidimensional sem geracao e com condutividade térmica uniforme, a forma exata da exigéncia

de conservacao de energia ¢ dada pela equacao do calor, Equacao de Laplace. No entanto, se o

sistema for caracterizado em termos de uma rede nodal, ¢ necessario trabalhar com uma forma

aproximada, ou de diferencgas finitas, desta equagcdo. Uma equagdo de diferengas finitas que ¢

adequada para os nos interiores de um sistema bidimensional pode ser inferida diretamente na

equagio de Laplace. Considere a segunda derivada, 3T /dx?. A partir da Figura 4, o valor

desta derivada no ponto nodal (m, n) pode ser aproximado como:

2T ~ 0T /ox| —-0T/dx|,,

m+1/,mn

—2m (5.13)

> =~
0x%lmmn Ax

Os gradientes de temperatura podem, por sua vez, ser expressos como uma funcao das

temperaturas nodais. Ou seja,
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a_T Tm+1,n B
ox

T,
~ TV (2 14)
m+1/2,n Ax

aT Tomn — Tm—
_| ~ mn m-1,n (2.15)
0x m-1/,m Ax

Derivando as equagdes, teremos aproximagao da diferenca finita:

a2%T
0x2

— Im+1ntTm-1,n—2Tmn
mn (Ax)?

(2.16)

9%t — Imn+1tTmn-1—2Tmn

el . ()2

2.17)

Se Ax = Ay , podemos substituir as equacdes 2.16 € 2.17 na equacao 2.8, o que nos leva

a seguinte equagao:

Tm,n+1 + Tm,n—l + Tm+1,n + Tm—l,n - 4'Tm,n (2-18)

Logo, temos que para o no6 T, , teremos a seguinte equagao:

Tm,n — Tmn+1+tTmn-1+Tm+1ntTm-1n (2.19)

4
Para discretizagdo do tempo no esquema explicito, ou seja, dependendo das condigdes

de tempo anterior, utilizaremos a equagao 3 (2.8) como referéncia para nossos calculos. Tal que

reorganizamos para:

aT a2t  a’r
E = (ﬁ + ﬁ) (2.20)

Desta forma, podemos agora discretizar pelo MDF, todos os membros para obter a

difusdo a cada de passo k*, portanto temos:

* * k*+1 K*+1, pk*+1 k*+1 k*+1 mk*+1
Tm,gl _T7,rcl,n _ Tm+1,n_2Tm,n +Tm—1,n Tm,n+1 _ZTm.n +Tm,n—1
R 2 + 2 2.21)
At (Ax) (ay)

Sendo assim, a equacao temporal para as iteracdes do nosso algoritmo é:

K*+1 kK*+1 k™ +1 K*+1 kK*+1 k™ +1
k*+1 _ k™ Tm+1,n_2Tm.n +Tm—1,n Tm,n+1_2Tmn +T;
Tomn =Tpn+ a-At-

) mn—1
(Ax)2 + (8y)? ) (2.22)

Onde, k™ ¢ o numero do passo e utilizaremos a equacao (2.22) para desenvolvimento da
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solugdo numérica do PVC.
2.3 Programacio paralela
2.3.1 Contextualizacao

Um dos principais fatores que permitiram a computacdo manter seu ritmo acelerado de
evolucao nos Ultimos anos esta na exploracao e no desenvolvimento das arquiteturas paralelas.
Essas arquiteturas se baseiam no uso simultaneo de multiplas unidades de processamento,
possibilitando que varias tarefas sejam executadas ao mesmo tempo (Ignacio; Dias, 2023a,

2023b; Parhami, 2002; Tsega, 2022).

Atualmente, diferentes niveis de paralelismo sdo explorados — desde o processamento
interno dos nucleos multicore e multiprocessadores, at¢ o emprego de sistemas distribuidos,
como clusters e grids computacionais que se estendem em escala global. Essa abordagem
permite alcancar um desempenho significativamente superior ao obtido em arquiteturas
tradicionais mais simples, tornando os sistemas computacionais mais eficientes e capazes de
atender as crescentes demandas de processamento de dados (Jin et al., 2011; Morais; Silva;

Silva, 2020; Santos, 2012).

No entanto, além do avango nas arquiteturas paralelas (hardware), ¢ fundamental que as
aplicagdes de software também sejam desenvolvidas com base no paradigma do paralelismo.
Essa integracdo entre hardware e software possibilita explorar de forma mais eficiente os
beneficios da HPC - High Performance Computing, resultando em um desempenho
computacional significativamente superior ao obtido em arquiteturas convencionais (Gebali,

2011; Michels et al., 2020; Parhami, 2002).

Dessa maneira, por meio do desenvolvimento e da execucdo de algoritmos paralelos,
torna-se viavel resolver problemas de maior complexidade e escala dentro de tempos de
processamento aceitaveis, ampliando as possibilidades de aplicagdo da HPC (High
Performance Computing) em diversos campos cientificos e tecnologicos (Bell; Gray, 2002;

Costa et al., 2020; Michels et al., 2020).
2.3.2  Conceitos do paralelismo

Na Programagdo Paralela ou paralelismo ¢ realizada a divisdo de uma determinada

aplicacdo de tarefas em partes, de maneira que essas partes possam ser executadas
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simultaneamente, pelos modulos do processador. Os elementos deste processamento devem
cooperar entre si utilizando primitivas de comunicagao e sincronizacao, realizando a quebra do
paradigma de execucao sequencial do fluxo de instrucdes (Gebali, 2011). Entao, a programagao
paralela permite otimizar recursos disponibilizados pelas arquiteturas paralelas, assim, ¢
necessario que os algoritmos das aplicagdes estejam aptos para operar neste tipo de arquitetura,
a fim de melhorar a sua velocidade de processamento. Para a programagdo de ambientes de
execucgdo paralela, tem-se que utilizar bibliotecas de comunicagdo paralela que possibilitam a
implementa¢do de programas paralelos em ambientes com memoria compartilhada e distribuida

(Jinetal., 2011).

2.3.3 Bibliotecas

As bibliotecas referem-se a um conjunto de médulos e fungdes prontas, desenvolvidas
para otimizar o desenvolvimento de algoritmos. Essas bibliotecas contém codigos
reutilizaveis que executam tarefas especificas, permitindo que o programador se concentre na
logica do problema sem precisar reescrever fungdes basicas.

A biblioteca Numba ¢é voltada para calculos numéricos de alto desempenho (Lam;
Pitrou; Seibert, 2015). Ela atua como um compilador JIT (Just-In-Time), que traduz partes do
codigo Python — especialmente os que utilizam a biblioteca NumPy — em codigo de
maquina altamente otimizado (Harris et al., 2020).

A Matplotlib ¢ uma biblioteca de visualizagao de dados em Python, amplamente
utilizada em pesquisas cientificas, analise de dados e engenharia, que permite gerar graficos
2D e 3D, criando figuras personalizadas e gifs para exibir resultados numéricos de forma
visual e interpretavel. Sendo possivel representar curvas, campos de temperatura,
distribuicdes estatisticas e diversos tipos de visualizagdo grafica, o que auxilia na andlise e

interpretagdo dos resultados computacionais da engenharia.
2.3.4 A métrica de desempenho computacional

Atingir um alto desempenho computacional em sistemas paralelos exige uma gestao
rigorosa da localidade de dados, pois o custo de mover informagdes entre processadores, ou da
memoria para o processador, frequentemente domina o custo da propria computacdo

(PACHECO, 2011).

O tempo de execucdo em programagdo ¢ relevante quando pensa em otimizar os

processos de programacdo. Quando se utiliza memoria e escalabilidade entre as versdes serial
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e paralela, nota-se um ganho no tempo de execugdo que pode feito uma analise de desempenho

entre as programacdes serial e paralela.

Para uma analise de desempenho ¢ relevante obter o Speedup e a eficiéncia com os
tempos de execucao obtidos. O Speedup ideal, igual ao numero de processadores, ¢ uma meta
tedrica. Na pratica, ele ¢ limitado tanto pela por¢do inerentemente serial do codigo (Lei de
Amdahl) quanto pelos custos de comunicagdo entre os nucleos ¢ a eficiéncia de um algoritmo
paralelo € o verdadeiro termdmetro de seu sucesso; ela nos diz quao bem estamos utilizando o
poder computacional disponivel, exigindo que o tempo gasto em calculo exceda largamente o

tempo gasto em gerenciamento (PACHECO, 2011).
Ts

Sp =—

T

Onde, Ty, € o tempo de execu¢do da programacdo serial e T,

¢ o tempo de execugdo da programacao em paralelo.

Eficiéncia =
f =
Onde, N* ¢ a quantidade de nucleos que o processador possui e utiliza nas programagdes em
paralelo, para o 19 de 14* geragdo a quantidade ¢ de 32 nucleos disponiveis para a execuc¢ao dos

algoritmos desenvolvidos.

3 MATERIAIS E METODOS

A metodologia de pesquisa adotada para o desenvolvimento do projeto ¢ baseada numa
pesquisa de natureza aplicada, buscando desenvolver uma solugdo para um problema de difusao
de calor bidimensional, tendo como objetivo explicativo comparar e avaliar o desempenho das
solucdes encontradas através de algoritmos: serial e paralelo, buscando analisar sua eficiéncia.
A abordagem de pesquisa € quantitativa porque trata dados mensuraveis e a analise se baseia
em calculos matematicos, utilizando técnica numérica para resolucdo do problema. O
Procedimento da pesquisa envolve simulagdo e modelagem com manipulagido controlada de
variaveis, assim como: condicdo inicial, condi¢des de contorno, tamanho da placa,
especificagdes do material da placa e tamanho das matrizes, utilizando dois métodos de

programacado: serial e paralelo, mantendo o problema sob as mesmas condi¢gdes com a
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finalidade de observar os resultados e realizar a analise de desempenho computacional para
obter o resultados e assim produzir a simulagdo dos graficos das matrizes de temperatura devido
a difusdo de calor em regime transiente. Temos o painel adaptado de metodologia de pesquisa

deste TCC, a seguir:

Figura 7 - Painel de Metodologia de pesquisa.

Natureza Objetivo Abordagem Procedimento de pesquisa
Bésico Exploratdrio Quantitativo Experimental
Aplicado Descritivo Qualitativo Prisma
Explicativo Combinado Estudo Bibliografico
Normativo Modelagem

Matriz de maturidade
Estudo de Caso
Simulagao

Fonte: Adaptado de Cronin; George (2023); Gregorio et al. (2021) e Kothari; Garg, (2020)

Utilizamos para o experimento o computador desktop particular com as seguintes

especificagdes:

e Processador: Intel® Core™ i9 de Modelo: 14900K;
e Sistema operacional Windows 11 de 64 bits;

e 128 Gb de memoéria RAM; e

e Placa de video GeForce 4080 de 16 Gb.

Para o presente trabalho, como IDE (Integrated Development Environment) utilizamos
o software Pycharm utilizando a linguagem de programacdo: Python em conjunto com as

bibliotecas: Numba, NumPy e Matplotlib, que sdo bibliotecas disponiveis no Pycharm.

A metodologia adotada neste trabalho foi organizada de forma sequencial e logica,
conforme apresentado na Figura 7, que ilustra o fluxograma das etapas desenvolvidas ao longo
da pesquisa. O processo inicia-se com a formulagdo do problema, etapa em que se definem os
objetivos e se delimita o escopo do estudo. Em seguida, ¢ realizada a revisao bibliografica, com
0 proposito de reunir conceitos tedricos e estudos anteriores que fundamentem a pesquisa.
Posteriormente, define-se o procedimento metodoldgico, no qual sdo estabelecidas as técnicas
e ferramentas empregadas para a resolugiao do problema proposto. A etapa seguinte consiste no
desenvolvimento do equacionamento do problema, que serve de base para a elaboragdo dos
codigos computacionais, responsaveis pela implementacao numérica do modelo. Na sequéncia,

ocorre a aplicagdo de um estudo de caso, permitindo validar a metodologia proposta e gerar os



30

dados necessarios para a analise dos resultados. Por fim, a fase de resultados e discussoes
consolida as conclusdes obtidas, possibilitando a interpretacdo critica e a verificagdo do

comportamento fisico e numérico do sistema estudado.

Figura 8 - Fluxograma de etapas

O s N s R )
Formulagdodo | Revisdo Procedimento Desenvolvimento do
Problema . | Bibliografica | Metodologico || SHecionamento co
— -~
s ™ s s ™ -
Elaboragéo de
Resultados e |4 Analise dos Aplicagdo de um | 4 Co digos
B A Dades estudo de caso " Computacionais
Y | | i ——

Fonte: Autor (2025)

4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Consideramos no problema uma placa de aco LNE230 com dimensdes especificas:
3000x3000x20 mm, sendo uma chapa com a espessura muito menor que a largura e a altura da
placa. A condigdo inicial ¢ que toda a placa inicia com temperatura de 100° C, tendo como
condi¢des de contorno: a temperatura da borda superior de 400°C, a temperatura da borda
inferior com 100°C, a temperatura da borda direita a 100°C e temperatura da borda esquerda

com 100°C.

Figura 9 - Placa Bidimensional 3000 x 3000 mm

Fonte: Autor (2025)
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Para encontrarmos nossa temperatura alvo, ou seja, a temperatura central da placa

seguiremos a resolugdo analitica, admitindo as seguintes C.C. para 6(x,y) :

y=H:0(x,H)= y=H:T(x,H) — 1002 C = 400 — 100 = 300
y=0:6(x,00= y=0:T(x,0)— 1002 C = 100 — 100 = 0
x=0:60(0,y)= x=0:T(0,y) — 1002 C = 100 — 100 = 0
x=L:0(L,y)=x=1L:T(Ly)—100°C = 100 — 100 = 0

A Solugdo de 6(x,y) pelo método de separagdo por variaveis, segue o padrio:

0(x,y) = X(x)-Y(y)

X'@ V)
X@ YO

0

Temos, que:

X' YO

Xx) Y

Para obter, a constante de separacao A , temos as seguintes equagoes:

d2X
E (X) + /12X =0

2

d—yZ(X)—AZY =0

As C.C. sdo homogéneas para X(x) sdo:

X(0)=0e X(L)=0
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Para X(x) teremos uma solugdo nio trivial que ocorre quando: 12 < 0
Resultando em senos e cossenos para X(x) ou —A? hiperbélico para Y(y).

As solugdes gerais serdo:

X =r¢;-cosdx + ¢, - sinAx

Y=c3-e™+c, etV

Portanto, para forma geral da solug¢@o bidimensional ¢:

0 = (cq; - cosAx + ¢, " sinAx) - (03 e 4 ¢, e”y)

Aplicando a condigdo 6(0,y) = 0, fica evidente que ¢; = 0 e podemos considerar:

Cy sinAx - (c3+1¢,) =0

Que serd satisfeita, quando c3 = —c4. Se a partir desta colocagdo, utilizarmos a

condigdo: 6(L,y) = 0, temos:

Cp " Cy " SinAx - (e’ly — e"h’) =0

A tnica forma na qual esta condi¢ao pode ser satisfeita é que A assuma valores discretos

para sin(AL) = 0 , entdo:
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Onde, n = 1,2, 3,..., sendo que quando n = 0, o valor sera descartado, pois implica

0(x,y) = 0. Desenvolvendo o algebrismo, teremos que a solug¢do pode ser descrita como:

B nnx nmy
0(x,y) = Z sm smh (T)

Para determinar c,, utilizamos a condi¢ao de retorno restante que tem a forma

B nnx . mmy
O(x, W) = z sm smh (T)

n=1

Utilizando uma expansdo em série infinita em termos de func¢des ortogonais, teremos

um conjunto de fungdes: g, (x), g,(x)...., g,(x) sobre o dominio do intervalo:a < x < b se:

b
f gm(x)g,(x)dx =0 , m%n
a

Muitas fungdes exibem ortogonalidade incluindo fungdes trigonométricas. Para resolver

esta equacao, devemos representar em termo de uma série infinita de fungdes ortogonais.

f0)= ) Angal)

As formas dos coeficientes A, na série pode ser determinada pela multiplicagdo de cada

lado da equacdo por g, (x), seguida pela integracao entre os limites a ¢ b.

[0 gntar = [ gt S a0
a a n=1
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Percebemos que todos os termos exceto um, no lado direito deve ser nulo, portanto,

temos:

b b
[ Fegn@dx = an [ ghGrdx

Logo explicitando 4,, e reconhecendo que o resultado vale para qualquer A,, a0 mudar

m por n:

_ Je F@) ga(0)dx
[7 g2 (x)dx

As propriedades das fun¢des podem ser usadas para resolver a equagao e encontrar ¢, ,

através da formulagdo de uma série infinita com a forma apropriada para f (x).

Logo, teremos que:

f sm( )dx

T (~1)™ + 1
f sin (%) dx

n

2
A, = ==

Portanto, a partir desta equagao, podemos concluir que:

2 (=111
= —— 0~ , n=1.23,.
nm smh(nnf)

Cn

Tendo conhecimento de c,, podemos expressar como Solucao Final:



equagao, temos por fim a equagao:
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Equacio 4 - Equacio da Solucio Final de Transferéncia de Calor Bidimensional

2% D1 +1 o nnx
0(x,y) = Ez—n -sm( )
n=1

sinh (@)

L

sinh ()

Aplicando a identidade: sinh(26) = 2 - sinh(@) - cosh(8) e manipulando os termos da

T(x,y) =100 + z

[ee)

n+1

600-(-1) 2z

1

n=1

n-m

cosh (nTn)

Considerando, a temperatura central em: T(1,5; 1,5) e atribuindo os valores den=1,3,5

e 7 obteremos assim a solucdo analitica. Para valores maiores que 7, o termo ndo apresentara

contribuicdo significativa para os célculos, pois serdo valores muito pequenos. A tabela 1,

apresenta a contribui¢ao dos termos de n=1,3,5 e 7 calculados:

Tabela 1 - Tabela de calculo da série de Fourier para Solu¢io Analitica

n (n ; ) 1™ (n;r) cosh ("2_") % Contribuigdo do Termo
1 0 1 1,5708 2,5092 190,9859 76,1149
3 1 -1 14,7124 55,6634 63,6620 —1,1437
5 2 1 7,8540 1287,9854 38,1972 —0,0297
7 3 -1 10,9956 29804,8708 27,2837 —0,0009

Fonte: Autor (2025)

Obs.:

O desenvolvimento em série de Fourier utilizado neste trabalho para a

representacao da contribui¢do para a propagacao de calor ¢ truncado no harmdnico de ordem n

= 7. Essa escolha se justifica pela rapida convergéncia da série observada para o caso em estudo.

Analises detalhadas do comportamento dos coeficientes de Fourier revelam que, a partir de n =

7, o modulo dos termos subsequentes n > 9 decai abruptamente, tornando-se desprezivel em

rela¢@o aos harmonicos de baixa ordem. Especificamente, os coeficientes para n > 9 contribuem

com uma altera¢do na magnitude do erro de truncamento inferior a 0,00092 de pico da func¢ao.

Portanto, a inclusdo de termos de ordem maior que 7 ndo resulta em ganho significativo na
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precisdo da solucdo, mas, por outro lado, eleva desnecessariamente a complexidade
computacional do modelo. A reten¢do dos harmonicos até n=7 assegura um balanco 6timo entre

a fidelidade da representacdo analitica de propagacao de calor.

O total do somatorio das contribuigdes ¢ de: 74,99997028, temos entdo que o valor das
contribui¢cdes somados com 100 graus celsius sera a solu¢do analitica. Logo temos o seguinte
resultado:

T(1,5;1,5) =100 + 74,99997028 = 174,99997°C

Para encontramos a solu¢do numérica através de um algoritmo para estudo deste caso,
utilizamos o ambiente de desenvolvimento Pycharm com a linguagem de programagdo em
Python. Como o algoritmo representa as iteragdes que ocorre e as temperaturas sao calculadas
pelo esquema explicito, ou seja, dependendo da temperatura anterior. Determinamos o seguinte
critério de parada: o valor do erro que serd: € = T,’,‘l,f - T,L‘:n , devendo obedecer a tolerancia
de: (¢ < 10798), Esta tolerancia do erro foi determinada exclusivamente pensando nas matrizes
maiores, pois para as matrizes de maiores dimensdo nao ocorre a convergéncia para o regime
estaciondrio se utilizarmos um & = 107%, por exemplo. Quando imaginamos uma matriz
1001x1001 que terdo aproximadamente 1002001 de incdgnitas, a taxa de convergéncia ¢
baixissima, portanto, ¢ necessario reduzir o valor do erro, que sera o critério de parada do

algoritmo para encontrarmos as temperaturas quando a placa atingir o equilibrio.

No apéndice A, temos os dois cddigos computacionais, sendo o primeiro da
programacao serial e o segundo da programagdo em paralelo para resolugdo numérica da

propagacao de calor na placa bidimensional, conforme problema sugerido neste TCC.
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Figura 10 - Grafico do Tempo de Execucio x Matriz
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Fonte: Autor(2025)

No Grafico 01, sdo apresentados os tempos de execu¢do em fun¢do do tamanho das
amostras das matrizes utilizadas das simulagdes realizadas. Observa-se que no eixo vertical (y)
utiliza escala logaritmica para apresentar os tempos de processamento das abordagens serial e
paralela, em funcdo do tamanho das dimensdes das matrizes do eixo horizontal (x). A escala
logaritmica ¢ crucial, que permite uma visualizagdo da diferen¢a da taxa de crescimento das
abordagens. Nota-se que no ponto de dimensao das matrizes: 75x75, os tempos de execucao
das abordagens serial e paralela sdo equivalentes. Este ponto demarca a transi¢ao na eficiéncia
das metodologias das programacdes serial e paralela estudadas neste TCC.

Para matrizes de menor dimensdo — especificamente 7x7, 11x11, 25x25 e 51x51 —a
execugdo serial demonstrou desempenho superior, com tempos de processamento mais
reduzidos, isto ¢ justificado pelo overhead inicial (tempo gasto na criagdo, gerenciamento e
sincronizagdo de threads ou processos paralelos) ¢ maior que o tempo poupado pela divisdo do
trabalho, tornando a programacao serial mais rapida para problemas de baixa escala. Por outro
lado, para matrizes de maior dimensdo - especificamente 101x101, 207x207, 301x301,
501x501, 733x733, 851x851 e 1001x1001, a abordagem paralela, apesar de envolver maior

escalabilidade e nimero de etapas, apresentou tempos de execugdo menores aos da abordagem
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serial, evidenciando sua eficiéncia em cenarios de maior escalabilidade computacional.

Para matrizes de maior dimensdo (a partir de 101x101 até¢ 1001x1001), a abordagem
paralela demonstra sua superioridade em termos de escalabilidade, com uma taxa de
crescimento de tempo significativamente menor que a serial. Temos dois conceitos importantes
notados: 1) Matrizes de Maior Dimensdo: Onde o volume de dados e a complexidade
computacional sdo altos, o tempo poupado pelo paralelismo supera amplamente o overhead
inicial. 2) Ganho de Ordem de Magnitude: Para a maior matriz simulada (1001x1001), o tempo
de execucdo serial ¢ drasticamente maior. O tempo serial atinge cerca de 3 X 10* segundos,
enquanto o tempo paralelo se mantém em cerca de 3 X 103 segundos. Esta diferenga representa
um ganho de aproximadamente uma ordem de magnitude (cerca de 10 vezes) no desempenho

do algoritmo paralelo, confirmando sua eficiéncia em cenarios de alta complexidade.

Figura 11 - Grafico do Nimero de Passos x Matriz
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Fonte: Autor (2025)

Lembrando que cada interacdo da matriz é contabilizada por niimero de passos até

encontrarmos uma temperatura central de equilibrio. A Temperatura de equilibrio ¢ atingida
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quando existe uma diferenca entre a Temperatura do passo anterior e a temperatura do novo
passo sendo igual ou menor que o resultado da diferenga do erro de: 1,0E-08. Quanto maior a
dimensao da matriz, maior serdo os numeros de passos até que a placa bidimensional atinja a

estabilidade ou pontos de equilibrio.

O grafico apresentado ilustra a relacdo entre o Numero de Passos de um algoritmo
interativo e o Tamanho da Matriz (NxN) processada, com o eixo vertical (Nimero de Passos)
em escala logaritmica com a finalidade de entender a complexidade computacional e a

escalabilidade do método a medida que a dimensao do problema aumenta.

A curva vermelha, que representa o nimero de passos, demonstra um crescimento
continuo e progressivo em fun¢do do tamanho da matriz, devido a escala logaritmica, a
inclinacao da curva sugere um comportamento sub-exponencial ou polinomial de baixa ordem.
Isso indica que, embora o nimero de operagdes cresca com o tamanho da matriz, a taxa de

crescimento se torna menos acentuada a medida que o tamanho da dimensao da matriz aumenta.

Ao analisar os pontos de dados, podemos citar trés pontos importantes: 1) Baixa
Complexidade Inicial: Para matrizes pequenas, o crescimento € rapido em termos de magnitude
absoluta, mas ainda gerencialmente baixo. Por exemplo, uma matriz de 50x50 exige 34.900
passos, 2) Crescimento Moderado: O aumento do tamanho da matriz de 50x50 para 200x200
(aumento de 4 vezes em N) resulta em um crescimento de cerca de quatro vezes no numero de
passos, atingindo 134.304 e 3) Tendéncia a Estabilizacdo (na escala logaritmica): Ao observar
os pontos de dados para grandes matrizes, a taxa de crescimento aparente diminui. Passar de
uma matriz de 700x700 (1.389.912 passos) para 1000x1000 (2.453.488 passos) representa um

aumento de apenas 76% no numero de passos para um aumento de cerca de 43% em N.
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Figura 12 - Grafico do Erro relativo com referéncia a Solucdo Analitica
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O grafico acima apresenta o erro relativo (em relacdo a uma solugdo analitica de
referéncia) em funcdo do tamanho da matriz NxN utilizada na simulagdo numérica. O eixo
vertical (Erro Relativo) esta em escala linear, variando de -0,0003 a 0,0025, o que ja indica que

o erro é extremamente pequeno na ordem de 1073 a 107,

O padrao de crescimento do erro com base na curva revela um comportamento estavel.
Nota-se que para matrizes pequenas (at¢ N = 200) temos que o erro relativo ¢ praticamente
nulo ou, em alguns pontos, levemente negativo, permanecendo abaixo de 0,0001. Isso sugere
uma concordancia muito alta entre a solu¢do numérica e a solucdo analitica para problemas de

menor dimensao.

Para matrizes grandes (de N = 200 a N = 1001), observa-se a que partir de N = 200,
o erro relativo comeca a crescer de forma monotdnica e acelerada. O erro atinge seu valor
maximo de aproximadamente 0,0022 para a maior matriz testada N = 1001. O crescimento da

curva ¢ quase quadratico ou exponencialmente lento em N, indicando que o erro aumenta
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substancialmente a medida que a dimensao do problema cresce.

Notamos que o programa durante sua execugdo inclui, armazena e soma diversos
resultados com tolerancia de 10~8. Quanto maior a dimensdo das matrizes, o erro aumenta,
devido ao truncamento de valores e acimulos dos erros. O aumento do erro com o tamanho da
matriz ¢ um comportamento tipico em métodos interativos. Em matrizes maiores, o nimero de
passos e, consequentemente, o numero de operagdes de ponto flutuante, ¢ muito maior
(conforme visto no grafico anterior de "N° Passos X Matriz"). Cada operagdo introduz um
pequeno erro de arredondamento devido a precisdo finita dos computadores. Em grandes
simulagoes, esses pequenos erros se acumulam ao longo dos milhdes de passos, resultando no

erro relativo final observado.

Embora haja uma perda de precisdo nas casas decimais, a diferenca final ¢ muito
pequena e aceitavel para a maioria das aplicagdes de engenharia, indicando que o algoritmo

numérico mantém uma alta fidelidade em relacao a solucao analitica.

Figura 13 - Relacio entre Tempo de Execuciio Serial sobre Tempo de Execu¢io em Paralelo
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O Speedup ¢ definido como a razdo entre o tempo de execucdo Serial (Ty) e o tempo de
execugdo Paralelo (T},), em fungdo do Tamanho da Matriz (NxN). O Speedup € um meio de
avaliar a eficiéncia da paralelizagcdo: um valor de Speedup maior que 1 indica que a abordagem

paralela ¢ mais rapida que a serial, enquanto um valor igual a 1 indica equivaléncia.

Para matrizes de dimensao muito pequena, o desempenho da paralelizagdo ¢ modesto e
ineficiente, pois o Speedup ¢ baixo, oscilando em torno de 0,5 a 1,5. Em alguns pontos, o
Speedup ¢ inferior a 1, confirmando que o overhead (custo de inicializacao e comunicagdo) da
abordagem paralela supera o ganho de velocidade para problemas com pouca carga
computacional. Isso esta em total acordo com o ponto de crossover observado no grafico de

Tempo de Execugao.

A medida que o tamanho da matriz aumenta, o Speedup cresce de forma acentuada e
quase linear, demonstrando a eficacia da paralelizacdo em problemas mais complexos. Para
N = 300, o Speedup atinge aproximadamente 3,6, o que significa que o tempo paralelo ¢ cerca
de 3,6 vezes mais rapido que o serial. O pico de eficiéncia neste intervalo ¢ atingido em N =
500, onde o Speedup alcanga impressionantes 10. Isso representa uma reducdo de tempo de
90% em comparacdo com a execucdo serial. H4 uma queda notavel no Speedup para N = 700,
caindo para cerca de 8. Essa queda pode ser atribuida a fatores como contencdo de recursos,
thrashing de memoria ou ineficiéncias de sincronizacdo que se manifestam em cargas de
trabalho especificas. No entanto, o Speedup se recupera nas maiores matrizes. Para N = 850,
ele volta a 10, e o pico maximo ¢ atingido na matriz de N = 1001, com um Speedup de
aproximadamente de 10,8 vezes, sendo a relagdo entre os tempos de execugdo entre a

programacao Serial e a programagao em paralelo.
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Figura 14 - Grafico da Eficiéncia do Processador utilizando 32 niucleos
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Fonte: Do Autor

Para matrizes pequenas (até N < 75), a eficiéncia ¢ muito baixa, indicando um valor
entre de 1% a 3%. Este valor confirma que o custo de overhead (tempo gasto na comunicagao,
sincronizagao e inicializagdo dos processos paralelos) € muito alto em comparagao com o tempo
de computagao util. O algoritmo paralelo esté utilizando a maior parte do tempo para gerenciar

a paralelizacdo, e ndo para resolver o problema.

O ganho acelerado da eficiéncia ocorre quando a dimensdo da matriz ¢ de N = 75, a
eficiéncia cresce rapidamente a medida que o tamanho da matriz € o aumento de passos devido
as iteragdes aumentam. A carga de trabalho faz com que o tempo de computagao util (que pode
ser paralelizado) cresca mais rapidamente do que o tempo de overhead. O pico de eficiéncia é
atingido em N =~ 500, onde a curva alcanca aproximadamente 31%. Isso sugere que, neste
ponto, a divisdo do trabalho entre os processadores estd sendo otimizada em relacdo ao
overhead inerente ao sistema. Nota-se que o comportamento para grandes matrizes e
instabilidade para matrizes maiores, o comportamento da eficiéncia mostra instabilidade: Ha

uma queda notdvel em N =~ 750, onde a eficiéncia cai para cerca de 25%. Essa reducao pode
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ser causada por novos fatores limitantes que surgem com o aumento da escala, como conflitos
de acesso a memoéria (contengdo) ou o aumento da necessidade de sincronizagdo entre os
nucleos, que limitam o desempenho. Apesar da queda, a eficiéncia se recupera e atinge seu

valor maximo final de cerca de 34% para a matriz de N=1001.

Para simularmos a propagac¢do de calor, utilizamos um terceiro algoritmo que importa
os resultados das temperaturas conforme os passos em planilhas com extensao .csv em pastas
direcionadas com o nome do tamanho das matrizes. Os arquivos .csv serdo utilizados no quarto
algoritmo que busca as temperaturas conforme as matrizes e plota o gradiente de temperaturas,
utilizando a biblioteca Matplotlib, e transforma as imagens em gifs para cada tamanho das
matrizes selecionada. As matrizes de temperatura de acordo com as dimensdes estabelecidas,

no seu passo final, ou seja, ao atingir o equilibrio sdo demonstradas a seguir:

Figura 15 - Matriz Temperatura de dimensao: 7x7

frame 164 - step 000165 _7x7.csv
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3.0

y (m)

Figura 16 - Matriz Temperatura de dimensdo: 11x11

frame 149 - step_000447 11x11.csv
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Fonte: Autor (2025)
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y (m)

Figura 17 - Matriz Temperatura de dimensio: 25x25

30 frame 170 - step_002376_25x25.csv
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y (m)

Figura 18 - Matriz Temperatura de dimensio: 51x51

30 frame 180 - step 009502 51x51.csv
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Figura 19 - Matriz Temperatura de dimensio: 75x75

30 frame 181 - step 019852 75x75.csv
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Figura 20 - Matriz Temperatura de dimensao: 101x101

frame 181 - step_034900_101x101.csv
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Figura 21 - Matriz Temperatura de dimensao: 207x207

30 frame 183 - step_134304 _207x207.csv
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Figura 22 - Matriz Temperatura de dimensao: 301x301

frame 185 - step_269606_301x301.csv
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Figura 23 - Matriz Temperatura de dimensao: S01x501

frame 186 - step_691403_501x501.csv
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Figura 24 - Matriz Temperatura de dimensao: 733x733

frame 188 - step_1389913_733x733.csv
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Figura 25 - Matriz Temperatura de dimensao: 851x851

frame 189 - step_1825520_851x851.csv
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Figura 26 - Matriz Temperatura de dimensao: 1001x1001

frame 164 - step_2453487_1001x1001.csv
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5 CONCLUSAO

O estudo demonstrou relevancia sobre um estudo analitico e pratico sobre a
transferéncia de calor na placa bidimensional. Percebemos que a proposta deste trabalho de
investigar com fundamentacgdo teorica, realizar a modelagem de uma placa com condigdes

iniciais e de contorno definidas, analisando e comparando os resultados obtidos das matrizes.

Percebemos que a solucdo obtida através do método analitico é relevante como
referéncia, o seguinte passo foi estruturar coédigos para obter o tempo de execugdo em serial e
em paralelo para obter graficos e realizar comparagcdes ao longo deste estudo.
O comportamento térmico sob conducao bidimensional a partir do método das diferencas finitas
mostrou-se eficaz nas simula¢des do problema, obtendo um erro de 0,002 °© C em matrizes de
dimensdo 1001x1001, sendo aceitavel em engenharia e a implementagdo paralela proporcionou

ganhos significativos de desempenho a partir de matrizes superiores as dimensdes 75x75.

Nota-se que o trabalho contribui para o entendimento da transferéncia de calor e pode
ser expandido para simulagdes de outras geometrias € materiais € outros fatores como diferentes
temperaturas e matrizes de maiores dimensdes. A programacao paralela indicou que tivemos
em alguns pontos a otimizagao do tempo e em questdo a eficiéncia os resultados apresentados
foram: para matriz de dimensdo: 75x75 encontramos o resultado da eficiéncia de 3,32%, para
matriz 301x301 de 11,43%, para matriz 501x501 de 31,07% e para matriz 1001x1001 de
33,62%.

Concluimos com este trabalho que para programas que simulam muitas iteragdes tem-
se vantagem em utilizar a programag¢do em paralelo devido a duas vantagens principais: 1)
Resultados Validos: com os resultados da solugdo numérica percebemos que existe coeréncia e
pequena diferenga entre os valores do resultados da solugdo analitica em comparagdo com a
solucdo numérica, ou seja, conseguimos demonstrar e validar o método aplicado e 2)
Otimiza¢do de tempo: o tempo de execucdo ser bem menor do que a programacao serial,

demonstrou que a validade dos procedimentos aplicados.

A partir do trabalho realizado, ¢ possivel fazer recomendagdes para trabalhos futuros,
como estudo em novas geometrias como um cubo tridimensional, com aplicagdo de outro

método numérico como elementos finitos ou volumes finitos.
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7 APENDICE A — MODELOS

Codigo de Programacio Serial

import numpy as np
import time

def
False
1
1
# Condicdo de estabilidade mais exata para esquema explicito 2D:

1.0 2.0 1.0 2 1.0 2

# usar fator de seguranca

0.9

# Inicializacao
T np 100.0 np.floate4d
# Condig¢des de contorno (Dirichlet)
T[O 400.0  # superior
T[-1 100.0 # inferior
T 0 400.0  # esquerda
T 1 100.0 # direita

T

0

1.0

time

f'saida_transferencia_{nx}x{ny}.txt’
with 'w') as
f"Simulacao: {nx}x{ny}, dx={dx:.6e}, dy={dy:.6e},
dt={dt:.6e}\n"
"Formato de monitoramento: passo, erro_max, Tmax, Tmin,
Tcentro\n"

# precomputar coeficientes para eficiéncia

2
2

# loop temporal (explicito)
while
# Atualizacdo vetorizada (somente pontos internos)
1:-1, 1:-1
T[1:-1, 1:-1
T[2 1:-1 2.0 T|1:-1, 1:-1 T 2, 1:-1



+ cy (T[21:-1, 2:] 2.0 * T[1:-1, 1:-1] T[1:-1,
)

# Re-aplicar condi¢les de contorno (garante fixidez)
Tnew[©, :] = 400.0

Tnew[-1, :] = 100.0

Tnew[:, @] = 400.0

Tnew[:, -1] = 100.0

# erro maximo (inf-norm) entre passos

erro = np.max(np.abs(Tnew - T))

# swap (evita coépia completa)

T, Tnew = Tnew, T
passo += 1

# monitoramento a cada 'passos_monitoramento'’

if passo % passos_monitoramento == 0:
temp_max = np.max(T)
temp_min = np.min(T)
temp_centro = T[ny // 2, nx // 2]

:-2])
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f. (f"{passo}, {erro:.6e}, {temp_max:.6f}, {temp_min:.6f},
{temp_centro:.6f}\n")

# imprimir também no console ocasionalmente

(f"Passo {passo}: erro={erro:.3e},

Tcentro={temp_centro:.4f}")

# safety: evitar loop infinito (limite superior de iteragdes)

if passo % 10000 == @ and passo > @:
# estimativa de tempo decorrido e alerta
tempo _dec = time. () - inicio

(f"[ALERTA] ja {passo} passos, tempo decorrido

{tempo_dec:.1f}s, erro={erro:.3e}")
# opcionalmente, poderia inserir break se demorar demais

fim = time. @)
duracao = fim - inicio

# gravar resultados finais (append)

with

-+ -h -h -h b

(nome_arquivo, 'a') as f:
("\n*** Convergéncia Atingida ***\n")
(f"Total de Passos: {passo}\n")
(f"Tempo de execugdo: {duracao:.4f} segundos\n")

(f"Temperatura Central: {T[ny // 2, nx // 2]:.6f} °C\n")

(f"Temperatura Maxima Final: {np.max(T):.6f} °C\n")
(f"Temperatura Minima Final: {np.min(T):.6f} °C\n")

if salvar_matriz_final:

np.

(f"matriz_final {nx}x{ny}.npy", T)
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f"Matriz final salva em matriz_final {nx}x{ny}.npy"

return T 2 2
if " _main__ "

L 3.0

C 3.0

1.172e-5 # difusividade térmica (m~2/s)
le-8
PASSOS_MONITORAMENTO 1000

# recomenda¢ao: comece com malhas pequenas para testar
for in [(1001,1001 # altere para (1001,1001) com cuidado
f"Iniciando simula¢ao para malha {nx}x{ny}. Monitoramento a cada
{PASSOS_MONITORAMENTO} passos."

L, C PASSOS_MONITORAMENTO
False
f"Simulag¢ao para {nx}x{ny} concluida: passos={ },
tempo={ :.2f}s, Tcentro={ L AFT

Codigo de Programaciao em Paralelo

import numpy as np

import time

from numba import prange # Importa Numba para Just-In-Time compilation
e paralelismo

B m e e e e e e e e e e e e e

# Fung¢do principal que contém a légica do loop temporal

S ————"

# Usamos njit(parallel=True) para compila¢do JIT e habilitac¢do de paralelismo.
True True

def

Fungcdao JIT-compilada e paralela para o passo de atualizac¢ao de
temperatura.

Usa prange para paralelizar o loop sobre as linhas.

# Paralelizando o loop principal sobre as linhas internas (y)

for i in prange(1 1 # i percorre de 1 até ny-2 (linhas internas)

for j in range(1 1 # j percorre de 1 até nx-2 (colunas
internas)
# Equacao explicita de diferencas finitas 2D:



# Fung¢do que gerara e exibira as matrizes de gradiente (Gx e Gy)

def (T, nx, ny, dx, dy):

Calcula o gradiente de temperatura (dT/dx e dT/dy) usando diferencgas
centrais.

# Usa np.gradient para um calculo eficiente do gradiente

# Retorna uma tupla: (d/dy (linhas), d/dx (colunas))

Gy, Gx = np. (T, dy, dx)

(ll\nll ll=ll 5@)

(f"Resultado Final para malha {nx}x{ny}:")
(f"Temperatura Central: {T[ny 2, nx 2]:.6f} °C")
(ll=ll 5@ Il\nll)

# Imprime Gx (gradiente na dire¢do X)
("Gradiente de Temperatura (dT/dx) na grade central:")
# Imprimindo uma fatia do meio para visualizacao
slice_x = Gx[ny 4:3 ny 4, nx 4:3 nx 4]
(slice_x)
(f"\nValor Maximo de Gradiente X (dT/dx): {np.max(np.abs(Gx)):.4e}
°c/m")

# Imprime Gy (gradiente na dire¢do Y)
("\nGradiente de Temperatura (dT/dy) na grade central:")
slice_y = Gy[ny 4:3 ny 4, nx 4:3 nx 4]
(slice_ y)
(f"\nValor Maximo de Gradiente Y (dT/dy): {np.max(np.abs(Gy)):.4e}
°c/m")

return Gx, Gy

def (L, C, alpha, nx, ny, erro_max,
passos_monitoramento, salvar_matriz_final=False):
dx L (nx - 1)
dy = C (ny - 1)
dt_stable = 1.0 (2.0 * alpha (1.0 / dx 2 + 1.0 / dy 2))
dt 0.9 dt stable # Fator de seguranca

# Inicializacao

T = np. ((ny, nx), 100.0, dtype=np.float64)
# Condi¢bes de contorno (Dirichlet)

T[0, :] 400.0 # superior

T[-1, :] 100.0 # inferior

T[:, 9] 100.0 # esquerda

T[:, -1] = 100.0 # direita

Tnew = T. @)

passo = © # Varidvel de contagem (singular)
erro 1.0

inicio = time. ()



63

nome_arquivo = f'saida_transferencia_PARALELA_{nx}x{ny}.txt’

# Precomputar coeficientes para eficiéncia
cx = alpha * dt / dx ** 2
cy = alpha * dt / dy ** 2

with open(nome_arquivo, 'w') as f:
f.write(f"Simulag¢ao (Paralela Numba): {nx}x{ny}, dx={dx:.6e},
dy={dy:.6e}, dt={dt:.6e}\n")
f.write("Formato de monitoramento: passo, erro_max, Tmax, Tmin,
Tcentro\n")

# Loop temporal (explicito)

while erro > erro_max:
# 1. Atualizacdo Paralelizada (pontos internos)
atualizacao paralela numba(T, Tnew, cx, cy, ny, nx)

# 2. Re-aplicar condig¢des de contorno (garante fixidez)
Tnew[©, :] = 400.0
Tnew[-1, :] = 100.0
Tnew[:, @] = 100.0
Tnew[:, -1] = 100.0

# 3. Calculo do erro maximo
erro = np.max(np.abs(Tnew - T))

# 4. Swap (evita coépia completa)
T, Tnew = Tnew, T

passo += 1

# 5. Monitoramento
if passo % passos_monitoramento == 0:
temp_max = np.max(T)
temp_min = np.min(T)
temp_centro = T[ny // 2, nx // 2]
f.write(f"{passo}, {erro:.6e}, {temp_max:.6f}, {temp_min:.6f},
{temp_centro:.6f}\n")
print(f"Passo {passo}: erro={erro:.3e},
Tcentro={temp_centro:.4f}")

# 6. Safety check
if passo % 10000 == @ and passo > @:
tempo_dec = time.time() - inicio
print (f"[ALERTA] ja {passo} passos, tempo decorrido
{tempo dec:.1f}s, erro={erro:.3e}")

fim = time.time()
duracao = fim - inicio

# Gravar resultados finais (append)

with open(nome_arquivo, 'a') as f:
f.write("\n*** Convergéncia Atingida ***\n")
f.write(f"Total de Passos: {passo}\n")
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f"Tempo de execugdo: { :.4f} segundos\n"
f"Temperatura Central: {T 2 2]:.6f} °C\n"
if
np f"matriz_final PARALELA {nx}x{ny}.npy", T

f"Matriz final salva em matriz_final PARALELA {nx}x{ny}.npy"

# Chamada para calcular e imprimir o gradiente de temperatura
T

# LINHA CORRIGIDA: Usa a varidvel 'passo' (singular)

return T 2 2 T # Retorna a matriz final T
.
# Bloco de execug¢ao principal
eSS~y
if " main__ "

L 3.0

C 3.0

1.172e-5 # difusividade térmica (m"2/s)
le-8
PASSOS_MONITORAMENTO 1000

# Malhas selecionadas para teste de paralelismo
1001, 1001

# Use esta lista para testes mais extensivos, se desejar:

# malhas_teste =
[(7,7),(11,11),(25,25),(51,51),(75,75), (101,101), (207,207), (301,301), (501,501)
,(733,733),(851,851),(1001,1001) ]

for in
"\n" " 70
f"Iniciando simula¢ao PARALELA para malha {nx}x{ny}.
Monitoramento a cada {PASSOS_MONITORAMENTO} passos."
"H#" 70

L, C PASSOS_MONITORAMENTO
False

f"\nSimulacdo PARALELA para {nx}x{ny} CONCLUIDA:
passos={ }, tempo={ :.2f}s, Tcentro={ D.Af}"

Codigo para salvar arquivos em csv de passos relevantes das medi¢cdes de temperatura:

import os

import time

import numpy as np

from numba import prange



# (Opcional) limitar threads Numba aqui, se desejar:
# set_num_threads(16)

@njit(parallel=True, fastmath=True)
def atualizacao_paralela_numba(T, Tnew, cX, cy, ny, nx):
for i in prange(1, ny - 1):
for j in range(1l, nx - 1):
Tnew[i, j] = (
T[i, 7]
+ cx * (T[1 + 1, j] - 2.0 * T[i, j] + T[i - 1, j])
+cy * (T[i, j + 1] - 2.0 * T[i, j] + T[i, j - 1])
)

def calcular _gradiente e imprimir(T, nx, ny, dx, dy):
Gy, Gx = np.gradient(T, dy, dx)
print("\n" + "=" * 50)
print(f"Resultado Final para malha {nx}x{ny}:")
print(f"Temperatura Central: {T[ny // 2, nx // 2]:.6f} °C")
print("=" * 50 + "\n")
slice_ x = Gx[ny // 4:3 * ny // 4, nx // 4:3 * nx // 4]
print(slice x)
print(f"\nValor Maximo de Gradiente X

(dT/dx): {np.max(np.abs(Gx)):.4e} °C/m")
print("\nGradiente de Temperatura (dT/dy) na grade central:")
slice_y = Gy[ny // 4:3 * ny // 4, nx // 4:3 * nx // 4]
print(slice_y)
print(f"\nValor Maximo de Gradiente Y

(dT/dy): {np.max(np.abs(Gy)):.4e} °C/m")
return Gx, Gy

def transferencia_calor_2d_paralela(
L, C, alpha, nx, ny, erro_max, passos_monitoramento,
salvar_matriz_final=False,
save_csv=True,
save_every_steps=1,

save interval=None, # <-- Novo: se definido, salva em 1,

interval, 2*interval,
max_saves=None,
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save final=True, # <-- Novo: garantir salvar o ultimo passo

output root="resultados"

save_csv: bool -> salvar CSVs

save_every_steps: int -> salvar apenas a cada N passos (p.ex. 1 para cada

passo) [usado se save_interval is None]

save_interval: int ou None -> quando definido, salva nos passos 1,

interval, 2*interval,

max_saves: None ou int -> limite maximo de arquivos a salvar (None

limite)

save_final: bool -> garante que o uUltimo passo seja salvo (se save_csv

True)
output_root: pasta base onde os CSVs serao salvos
dx =L / (nx - 1)

dy = C/ (ny - 1)



dt stable = 1.0 / (2.0 * alpha * (1.0 / dx ** 2 + 1.0 / dy ** 2))

dt = 0.9 * dt_stable

T = np.full((ny, nx), 100.0, dtype=np.float64)
T[0, :] = 400.0
T[-1, :] = 100.0
T[:, 0] = 100.0
T[:, -1] = 100.0
Tnew = T.copy()

passo = 0
erro = 1.0
=t

inicio ime.time()

nome_arquivo = f'saida_transferencia PARALELA {nx}x{ny}.txt'

cx = alpha * dt / dx ** 2
cy = alpha * dt / dy ** 2

# Preparar pasta para CSVs

output_dir = os.path.join(output_root, "csv", f"{nx}x{ny}")

if save csv:
os.makedirs(output_dir, exist ok=True)
print(f"[INFO] CSVs serao salvos em: {output dir}")

saved _count = @

last saved step = -1 # para rastrear se o Ultimo passo ja foi salvo

with open(nome arquivo, 'w') as f:

f.write(f"Simulag¢dao (Paralela Numba): {nx}x{ny}, dx={dx:.6e},

dy={dy:.6e}, dt={dt:.6e}\n")

f.write("Formato de monitoramento: passo, erro_max, Tmax, Tmin,

Tcentro\n")

# Loop temporal
while erro > erro_max:

atualizacao_paralela_numba(T, Tnew, cx, cy, ny, nx)

Tnew[@, :] = 400.0
Tnew[-1, :] = 100.0
Tnew[:, 0] = 100.0
Tnew[:, -1] = 100.0

erro = np.max(np.abs(Tnew - T))
T, Tnew = Tnew, T
passo += 1

# Monitoramento e logging

if passo % passos_monitoramento == 0:
temp_max = np.max(T)
temp_min = np.min(T)
temp_centro = T[ny // 2, nx // 2]

f.write(f"{passo}, {erro:.6e}, {temp_max:.6f}, {temp_min

{temp_centro:.6f}\n")
print(f"Passo {passo}: erro={erro:.3e},
Tcentro={temp_centro:.4f}")
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# Decidir se salva esse passo (nova légica)
if save_csv:
should save = False
# Prioridade para save_interval (comportamento solicitado: 1,
15000, 30000, ...)
if save_interval is not None:
if passo == 1 or (passo % save_interval == 0):
should save = True
else:
# comportamento legado: salva a cada save_every_steps
if save every steps is not None and (passo % save every st
eps == 0):
should_save = True

# Se deve salvar, verificar limite max_saves
if should_save:
if (max_saves is None) or (saved_count < max_saves):
nome_csv = os.path.join(output dir, f"step_{passo:06d}
_A{nx3Ix{ny}.csv")
np.savetxt(nome_csv, T, delimiter=",", fmt="%.6f")
saved_count += 1
last_saved_step = passo
# feedback leve
if saved count % 10 == @:
print(f"[INFO] {saved_count} CSVs salvos até o
passo {passo}...")
else:
# ja atingiu max_saves
pass

# Safety check
if passo % 10000 == @ and passo > @:
tempo_dec = time.time() - inicio
print(f"[ALERTA] ja {passo} passos, tempo
decorrido {tempo_dec:.1f}s, erro={erro:.3e}")

fim = time.time()
duracao = fim - inicio

# Garantir que o ultimo passo seja salvo, se solicitado
if save_csv and save_final:
if last saved step != passo: # se o uUltimo passo ainda ndo foi salvo
if (max_saves is None) or (saved_count < max_saves):
nome_csv = os.path.join(output_dir, f"step_{passo:06d}_{nx}x{n
v}.csv")
np.savetxt(nome_csv, T, delimiter=",", fmt="%.6f")
saved count += 1
print(f"[INFO] Ultimo passo ({passo}) salvo como CSV.")
else:
print(f"[WARN] N3o salvou o ultimo passo ({passo}) porque ja
atingiu max_saves ({max_ saves}).")

with open(nome arquivo, 'a') as f:
f.write("\n*** Convergéncia Atingida ***\n")
f.write(f"Total de Passos: {passo}\n")
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f"Tempo de execug¢do: { :.4f} segundos\n"
f"Temperatura Central: {T :.6f} °C\n"
f"Total CSVs salvos: { \n"
if
np os f"matriz_final PARALELA {nx}x{ny}.npy
n T
f"Matriz final salva em matriz_final PARALELA_{nx}x{ny}.npy"
T
return T T
S,
# Execucao principal
B omm e
if " main__ "
L
C

PASSOS_MONITORAMENTO

# Escolha pequenas malhas para testar salvamento completo (7x7, 11x11
etc).

for in
ll\nll Il#ll
f"Iniciando simulag¢ao PARALELA para malha {nx}x{ny}.
Monitoramento a cada {PASSOS_MONITORAMENTO} passos."
ll#ll

# Exemplos de parametros de salvamento:
# Usar save_interval=15000 para salvar em 1,15000,30000,...

None # ou informe um inteiro se quiser limitar

L, C PASSOS_MONITORAMENTO
False
True
# ignorado se save_interval ndo for None

True
"resultados”

f"\nSimula¢do PARALELA para {nx}x{ny} CONCLUIDA:
passos={ }, tempo={ :.2f}s, Tcentro={ D 4f}"

Codigo para coletar arquivos csv e plotar os graficos de temperatura com a extensio

Matplotlab, conforme os passos relevantes pré selecionados:
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# gerar_gifs_todas_subpastas_personalizado.py
import os

import glob

import re

import io

from pathlib import Path

from typing import List, Tuple

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.colors import LinearSegmentedColormap
import imageio

Hommmm e CONFIGURAGAO --------mmmmmmme oo

# Ajuste estas varidveis conforme seu caso

root csv dir = Path(r"E:\Elaboracao Proj\resultados\csv") # pasta que contém
subpastas (7x7, 11x11, ...)

L domain = 3.0  # comprimento em x (m)

C domain = 3.0  # comprimento em y (m)

out _gif template = "transferencia_{subfolder}.gif"

colormap name = None # se None usaremos colormap personalizado

fps 6

dpi = 150

sample every for scale = 1 # 1 = usa todos os CSVs para calcular vmin/vmax;
>1 pula alguns arquivos para acelerar

max_frames = None # limite de frames por subpasta (None = todos)
save_pngs False # True para também salvar PNGs em cada
subpasta/pngs/

pngs folder name = "pngs"  # nome da subpasta para PNGs, se save_pngs=True
< S S

def ():

Cria colormap cinza -> amarelo -> laranja -> vermelho.
colors [

(0.6, 0.6, 0.6), # cinza (frio)
(1.9, 1.9, 0.9), # amarelo (médio)
(1.0, 0.5, 0.9), # laranja
(1.9, 0.9, 0.0) # vermelho (quente)
]
return LinearSegmentedColormap. ("cinza_yel org red", colors, N=25
6)
def (csv _folder: Path) -> List[Path]:

Encontra CSVs e ordena por nimero em 'step_000123_...csv'. Se nio
achar, lista todos alfabeticamente."""

files = list(csv_folder. ("*.csv"))
rx = re. (r"step[_\-]?0*%([0-9]+)_?.*\.csv$", re.IGNORECASE)
matched []
for £ in files:
m = rx. (f.name)
if m:

step = int(m. (1))
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matched.append((step, f))
if matched:
matched.sort(key=lambda x: x[0])
return [p for (_, p) in matched]
return sorted(files)

def compute vmin vmax(csv_paths: List[Path], sample every: int = 1) -
> Tuple[float, float]:
"""Calcula vmin/vmax global para um conjunto de CSVs (pode pular arquivos
para acelerar)."""
vmin = float("inf")
vmax = float("-inf")
for idx, p in enumerate(csv_paths):
if idx % sample_every != @:
continue
try:
arr = np.loadtxt(p, delimiter=",")
except Exception as e:
print(f"[WARN] falha ao ler {p}: {e} - pulando")
continue
vmin = min(vmin, np.nanmin(arr))
vmax = max(vmax, np.nanmax(arr))
if vmin == float("inf") or vmax == float("-inf"):
raise RuntimeError("N3o foi possivel determinar vmin/vmax. Verifique
os CSVs nesta pasta.")
return vmin, vmax

def plot temperatura to imagearray(arr: np.ndarray,
L: float, C: float,
nx: int, ny: int,
vmin: float, vmax: float,
cmap,
title: str = None,
dpi: int = 150,
figsize=(6, 6)):
Gera um array de imagem (RGB) a partir de uma matriz T.
Usa origin='upper' para colocar a primeira linha do array no topo.
extent = [0.0, L, 9.0, C|] # xmin, xmax, ymin, ymax (metros)
if title is None:
title = f"Temperatura (°C) - malha {nx}x{ny}"

fig, ax = plt.subplots(figsize=figsize, dpi=dpi)

im = ax.imshow(arr, origin="upper", extent=extent, cmap=cmap, vmin=vmin, v
max=vmax, aspect="auto')

ax.set title(title, fontsize=12)

ax.set_xlabel("x (m)", fontsize=10)

ax.set_ylabel("y (m)", fontsize=10)

# ticks "amigaveis" (aprox 5 ticks)
def nice_ticks(length_m):
max_ticks = 6
raw_step = max(length_m / (max_ticks - 1), le-12)



71

candidates = [1.0, 0.5, ©0.25, 0.2, 0.1, 0.05, 0.02, 0.01]
step = min(candidates, key=lambda c: abs(c - raw_step))
ticks = np.arange(@, length m + le-12, step)

return ticks

ax.set xticks(nice ticks(L))
ax.set_yticks(nice_ticks(C))

cbar = fig.colorbar(im, ax=ax, fraction=0.046, pad=0.04)
cbar.set _label("°C", rotation=270, labelpad=12)

plt.tight_layout()

buf = io.BytesIO()

fig.savefig(buf, format='png', bbox_inches="tight")
plt.close(fig)

buf.seek(9)

img = imageio.v2.imread(buf) # retorna ndarray RGB
return img

def process folder(csv_folder: Path, L: float, C: float, out gif name: str,
cmap, fps: int, dpi: int,
sample_every_for_scale: int, max_frames: int, save_pngs: bo

ol):
print(f"\n=== Processando pasta: {csv_folder} ===")
csvs = find_and_sort_csvs_in folder(csv_folder)
if len(csvs) ==
print("[INFO] Nenhum CSV encontrado nesta pasta. Pulando.")
return
if max frames is not None:
csvs = csvs[:max_frames]
try:
vmin, vmax = compute_vmin_vmax(csvs, sample_every=sample_every for_sca
le)

except Exception as e:
print(f"[ERRO] Nao foi possivel calcular vmin/vmax
em {csv_folder}: {e}")
return

print(f"[INFO] {len(csvs)} CSVs a processar. vmin={vmin:.6f},
vmax={vmax:.6f}")

frames = []
png_dir = csv_folder / pngs_folder_name if save_pngs else None
if save_pngs:

png_dir.mkdir(parents=True, exist ok=True)

for idx, p in enumerate(csvs):
try:
arr = np.loadtxt(p, delimiter=",")
except Exception as e:
print(f"[WARN] Erro lendo {p}: {e} - pulando")
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continue

ny, nx = arr.shape

title = f"frame {idx} - {p.name}"

img = plot_temperatura_to_imagearray(arr, L, C, nx, ny, vmin, vmax, cm
ap, title=title, dpi=dpi)

frames.append(img)

if save_pngs:
png path = png dir / f"frame_{idx:04d}.png"
imageio.v2.imwrite(str(png_path), img)

if (idx + 1) % 20 == @ or (idx + 1) == len(csvs):
print(f"[INFO] Gerados {idx+1}/{len(csvs)} frames
(ultimo: {p.name})")

if len(frames) ==
print("[ERRO] Nenhum frame vdalido gerado nesta pasta.")
return

gif_path = csv_folder / out_gif name
try:

imageio.mimsave(str(gif_path), frames, fps=fps)

print(f"[0K] GIF salvo em: {gif path}")

if save_pngs:

print(f"[OK] PNGs individuais salvos em: {png dir}")

except Exception as e:

print(f"[ERRO] Falha ao salvar GIF em {gif path}: {e}")

def process all subfolders(root_csv_dir: Path, L: float, C: float, out gif tem
plate: str,
cmap, fps: int, dpi: int, sample_every for_scale: i
nt, max_frames: int, save pngs: bool):
if not root_csv_dir.exists():
print(f"[ERRO] Diretoério raiz nao existe: {root csv dir}")
return
subfolders = [p for p in root_csv_dir.iterdir() if p.is_dir()]
if len(subfolders) == 0:
print(f"[INFO] Nenhuma subpasta encontrada em: {root csv_dir}")
return

print(f"[INFO] Encontradas {len(subfolders)} subpastas. Iniciando
processamento...")
for sub in subfolders:
out_gif name = out_gif template.format(subfolder=sub.name)
process folder(sub, L, C, out _gif name, cmap, fps, dpi, sample_every f
or_scale, max_frames, save_pngs)

if name == " main__ ":
# Prepara colormap
cmap = criar_colormap_personalizado() if colormap_name is None else plt.ge
t_cmap(colormap_name)
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process_all subfolders(root_csv_dir, L_domain, C_domain, out_gif_template,
cmap, fps, dpi, sample_every for_scale, max_frames,
save_pngs)
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ANEXO A

Tabela para encontrar a solu¢do analitica:

o ee | | e | e | e e | e | —

Calculo_Serie Fourier X & & &

Arquivo Editar Ver Inserir Formatar Dados Ferramentas Ajuda

QMens & ¢ & § 100% v RS % O 0 m Al v LMT BISA Ll

SelvhrAr o

A B ¢ D E F 6 H I J K
Solucéio Analitica para Transmiss&o de Calor 2D
Condicdes Inicial (* C): 100 b s , Tméx Tmin (Tméx-Tmin) 2'(Tméx-Tmin)
reencher. (Tméy, Tmin
Condigges de Contoro ( C) [Borda Superior | 400 (T, i) 400 100 300 600

Borda Inferior: 100

Borda Esquerda: 100
Borda Direita: 100

n cosh(({n*pi)2) Fator 2*(Tméx-Tmin)(n’ Contribuigao do Termo
1 0 1 157079327 2500178479 190 9859317 16,14925
3 1 1 471238898 9566338089 6366197724 -1, 14369
5 2 1 1853961634 1287 962442 3819718634 002966
li 3 1 1099557429 29804 81075 21 26370453 000092

Total do somatdrio da Série Fourier: 7499997028  °C

10000000000  °C

Tmenor da placa;

Tesquerda:
100

Taup

400

Tesquerda:
100
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Data: 06/10/2025 | Teentral Analitico =

Critério Parada

Erro:
1,006-08
1,00E-08
1,006-08
1,00E-08
1,006-08
1,00E-08
1,006-08
1,00E-08
1,006-08
1,00E-08
1,006-08
1,00E-08

Condigdo Iniciel =

Notepad escreverd:
Imprimiacada: ___
passos

Tabela feita no Excel para andlise da programacao serial e paralela:

0,6373

E I

19,2584

119,8686

2244,8390

7597,4841

17884,3728

| ws |

40966,8107

2453488 14
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